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概 要
A b s t r a c t
T h i s p a p c r i s t h e c o n t i n u a t i o n o f t h e a u t h o r ' s [ 1 1I 2 1 .
W e s h o w t h a t d e l a V a l 6 e P o u s s i n ' s z e r o f r e e r e g i o n o f t h e R i e －
m a n n Z e t a - n m c t i o n f b l l o w s a s c o r r o l a r y f i f o m o u r r e s u l t . A l S o w e
( 3 o n s i d e r t h e s i t u a t i o n o f o u r r e s u l t i n c a s e o f p o = 1 .
K e y w o r d s ;t h c R i e m a n n z e t a f U n c t i o n .
M a t h e m a t i c s S u b j e C t C l a s s i f i c a t i o n 2 0 1 0 ;l l M O 6 .
< ( s ) , ( s = o + " ) を R i e m a n n の Z e t a 関 数 と す る 。 又 , β = 6 + f 7 で 〈 ( s )
の 複 素 零 点 c o m p l e x z e r o を 表 わ す こ と に す る 。 又 , r ( M ) ) は R 1 1 1 e r の g a m m a
関 数 で あ る 。 記 号 等 は I 1 1 に 従 う 。 γ ( q , z ) , r ( " , z ) , P ( " , z ) , Q ( q , z ) を 次
で 定 義 す る 。 α > 0 ,z > 0 に 対 し て
〃 - ' ‘ ‘ “ ' ( ‘ ↑ ゞ ) = 帯 ）
γ ( Q , z ): =
か い d t ,Q ( Q ､ 亀 ): = 鶚
r ( ( M , z ): =
す る と 次 の 積 分 表 示 が 得 ら れ る { 4 1 o
e - " ( 入 )j ､ c + o o
{ f Z e ･ . ( " 急 ､0 < c < A
Q ( " , z ) =
2 疵 ．
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P ( ( z , z ) = 1 + 鶚 麗 e " ( t ) 螢 ､0 < c <
ク
t " ﾉ ' e r e . ( t ): = t - 1 － l o g t ,入 : = = Z
α
こ こ で ， こ の 積 分 の 最 急 降 下 路 p a t h o f s t e e p e s t d e s c e n t
O
L : ､ t : = p e i ' E C I p : = 罰 而 ， 一 汀 < 8 < 汀 ｝
又 こ の 積 分 の 鞍 点 S a d d l e p o i n t は 只 一 つ で t = 1 で あ る 。
T b m m e l 4 1 は ，こ の 最 急 降 下 路 を 使 っ て ， 初 め て P ( ｡ , z ) , Q ( a , z ) の 次 の
漸 近 展 開 を 得 た : ( I > 0 ,z > 0 に 対 し て
Q M = ; e r k ( " E I + R ｡ ( 〃 ル
P ( ･ , z ) = / b ( - り 傷 ) - R n ( " ) ,
， 入 : ＝ 皇 ，
a
叩 : ＝ ( 入 － 1 ）
?
｜ ? ?
?
??
?
?
?
?
? ?
?
? ? ?
?
? ?
? ? ? ?
R a ( 叩 ）
e r f b ( z )
α － 卜 m y
こ こ で
｜ 土 民 圭 票 | 嵩 ' ⑳
叩 ＝
で あ る 。
こ れ ら の 特 別 な 場 合 と し て , 入 ＝ 1 と し て
P ( ｡ , ｡ )= } e r t ( 0 ) - R ｡ ( 0 )
?
?
? ?
?
?
?
?
?? ? ?
α → C O … … ( 1 )
? ?
を 得 る 。
T b m m e { 4 1 の 方 法 と は 異 な り ， 素 直 に 最 急 降 下 法 m e t h o d o f s t e e p e s t d e
s c e n t 或 い は 鞍 点 法 s a d d l e p o i n t m e t h o d を 用 い れ ば ， 又 ( 1 ) を 用 い れ ば
次 を 得 る 1 3 1 :
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補 題 1 α → C O の と き ，
’
? ? ?
? ? ?
? ?
? ? ?
? ? ｜ ?
? ?
?
?
? 〉
?
?
? ?
? ｜
? ?
?
?
， ?
?
?
?
?
? ? ?
?
?
?
? ， ?
?
。
?
?
? ?
?
? ?
? ? ?
?
?
?
( 0 < < 1 )
P ( q , 入 α ) =
( 入 ＝ 1 ）
( 1 ＜ 入 ）
証 明 I 3 1 を 見 よ 。
補 題 2 o > 1 ," E N , 〃 → ” の と き ，
z A ( " ) ( ¥ " ) ﾚ ｰ [ ×E ( l o g n ) "
、 α
” ≦ e x p l ﾑ 響 』 l - ' ' ≦ e x p l 半 梨 ln o
= ( F L T ) " ｣ r ( " + ' ) P ( " + ] ル + 1 ) )
証 明 素 数 定 理 P r i m e N u m b e r T h e o r e m よ り
z A ( " ) ( ¥ " ) ｡ ~ ! ×E ( I ¥ f ) "
泥 ｡
” ≦ e x p l ﾑ 砦 u l 洞 ≦ e x p l 鶚 旦 ， 冗 ・
で あ る 。 又 E u l e r - M a c l a u r i n の 総 和 公 式 よ り
E ( I g g l ) "
” ≦ e x p l さ 砦 l l" "
= 1 " ' I # ' q 哩 旦 d t = A 響 』 〃 ･ - 1 ) " d y
t ぴ
‐ ( 古 ) 吟 ， ﾙ ﾊ ( 峠 1 ) " ( ! ' + 1 ) - 1 e - " d "
＝ ( 古 ) 峠 ‘ 抑 + ' ル + ' ) ）
＝ ( 古 ) 峠 ' r ( " + 1 ) P ( " + 1 ル + 1 ) )
と な り 補 題 は 証 明 さ れ た 。 □
こ の 論 文 ( I I I ) で は 1 < X Y < 1 の 場 合 と β 0 = = 1 の 場 合 を 扱 う 。
I 1 1 の ( 7 ) よ り 次 の 補 題 が 得 ら れ る 。
補 題 3
（ 芸 器 ‘ { 叶 圭 F ( x ) }
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= 尚 " 鬘 悪 , " 叫 型 と ． " ＋
" { ( f x ) ｡ } " { ( W }
| 鶚 圭 号 ｝
| 諾 圭 3 } γ
" " ‘ ｡ ÷ 余 F ( X ) 学 0 , X : = e x p
1
a . 6 > 0 .c = - o r 1 .
′ ′ 2
… ( 2 )
= e X p
注 ( 2 ) は ｡ ≧ 1 で も 成 立 す る 。 又 こ こ で
M x - J N 第 圭 引 - " f g l
で あ る の で , 〃 ＞ 1 に 対 し て は
" + * F ( x ) ≠ ･
は 保 た れ る 。
又 同 じ く [ 1 1 の ( 9 ) よ り 次 の 補 題 が 得 ら れ る 。
補 題 4
1
1 " : '| ( : * ｣ { "F I x ' } | ' { "ム ‘ , _ ‘ ( ｡ _ ‘ b ) 峠 , " 牛 余 F I X ) }‘ 〃
2 ﾉ L
l ｡ “ " 尚 ふ 叫 幽 心 “
＜
( γ 患 ) 璽 " ÷ ( ; x ) "
} l "
＋
' ｡ { ( ； ! ) ' " 譽 罵 , W ( " 農 ハ 圏 ≠
: ＝ 二
）
“ ) " 為 鶚 伽 胤 ． ≠
+ O
( y f ) " ÷ ( ; x ) "
} l … ･ ･ ( 3 )
十
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I ｡ { ( ; ! ) ｡ ふ 響 仙 … ' ≠
）
（ ! ¥ ' " ( 尚 ) ｡ ふ 響 仙 働 … ￥
+ O
} l 命 … ( 4 )
（ γ 農 ) ' " + ( # x ) ' ｡
＋
I ｡ { E P ( h ) " , ふ 響 仙 … 亀 ￥
｝ | 金
( Y f ) ' " + ( x ) "
＋
I ; H I , y : - ｡ x p l : H }
” 瀧 h α + * F ( x ) ≠ 0 , X : = e x p
1
@ , 6 > 0 ,. = 5 o r L ･ - ( 5 )
注 ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) も ぴ ＞ 1 で も 成 立 す る 。 又 同 じ く
･ " I 鶚 圭 号 l - ｡ x p l F 4 w l
l i m X = l i m
レ ー ナ “ レ ー ナ “
で あ る の で , 〃 ＞ 1 に 対 し て は
α + z " ) ≠ ’
は 保 た れ る 。
補 題 5 ｡ ＞ 1 ． 〃 E N , 〃 → C O の と き ，
E A ( " ) ( L ' !
， グ
” ≦ e x p l さ 響 1 1
｜
ー
へ
1
， / 京 雨 7
証 明 補 題 2 に 補 題 1 を 適 用 す る 。 □
( 0 ＜ 入 く 1 ）
( 入 ＝ 1 ）
( 1 ＜ 入 ）
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1 < X Y < 1 の 場 合
1
× : 言 鱈 " | 雑 ﾘ i l - : , { 尭 鍔 , } ｡ < ~ = ;
と 置 い て 補 題 4 ( 5 ) に 補 題 5 を 適 用 す る と
1
1 / " + h ll + o ( 1 )I _ . 1 " , ､ , ､ 1 1 "
噸 ( ｡ * | { α 十 壼 F ( x ) } | ' d #
2 ﾉ M
| ｡ { g f r ( h ) " ふ 響 ( l O g n ) 2 1 ' Q I n 2 +
＜
1
} l
( Y f ) " ﾅ ( ¥ x ) " } | "
＋
| 凧 | 構 l ( ; ) . … ェ 等 ( l O g n ) 2 ' ' O , y , 2 +
I 鶚 玲 型 1
1
I m ' 割 ￥ | = " ' i
｜ |
＋
ﾄ # " I I ; 泌 州 ( 加 豈 T ) … ■
e - ( 2 I ' + 3 ) O ( a + b )
1
? ? ?
?
? ?
1 。
）
I 筈 湾 u l
グ 〃
# f ' … 刊 ( 5 y "
e - ( 2 ' ' + 3 ) 6 ( q + 6 )
1
× 握 斤 面 可 1 － ( " + b ) ＋
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､ | " I " ' 1 1 "
| …
十
< ( s ) = < ( " + " ) の 複 素 零 点 は { s = " + f t E c I o < o < 1 } の 何 処 に あ
る か 不 明 な の で ｡ ＝ 1 と 置 い て 〃 → ” と す る 。 0 < a + 6 < 1 で あ る の
と l l l の 補 題 4 を 使 っ て
1
1 － 此
一 脇 士 噸 " | ( 芒 器 , { " 半 券 F ( x ) } | ' "
’ ｡ | 嶬 峻 l ( … 州 げ 3 X
< l i m
レ ー ナ O O
e - ( 2 ' ' + 3 ) . ( Q + b )1
× J 琉 屏 訂 1 － ( α + 6 ) +
r 蝿 I # I I 、 ( " " ' 1 1 "
l l
＋
- " # g) 豈 躍 … ' ,｡ " f f ' ) , @ x p ( … ) }
" ， 器 ‘ ) = ! ｡ " ．
＝ ＝
即 ち
1
1 - 6 b > 1 5 両 丙
こ れ は ， 1 8 9 6 年 , d e l a V a l l 6 e P o u s s i n が 素 数 定 理 P r i m e N u m b e r T h e o r e m
を 証 明 し た と き に 同 時 に 得 た く ( s ) の 非 零 領 域 z e r o f r e e r e g i o n :
{ ‘ - " 十 ! ‘' ｡ > 1 - o ( * ) }
を 意 味 し て い る 。
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2 ． p 0 = A = 1 , s = ( 7 + 趾 は s = 1 の 近 傍 の 場 合 ：
次 の 二 つ の 場 合 に 分 か れ る ：
2 - a .P o = 1 " ' d o = 1 の 場 合 と 2 - b .p o = 1( m d o > 1 の 場 合
2 - a ・ 伽 = 1 α 泥 d " < 1 の 場 合 ：
こ の 場 合 は l l l の 主 定 理 1 の 条 件 :1 = B b < o を 満 た さ な い の で ， 考 え な
い 。
2 - b .j 7 0 = " = 1 a n d o > 1 の 場 合 ：
こ の 場 合
= A ( " ) ! : g " ) "
f = 1 7 ' s
は 収 束 し て い る こ と に 注 意 す る 。
x : - " , | ; H l y : - ｡ x p l : H I J
と 置 い て 補 題 3 ， 5 を 使 う と
＝ α ＋ 6 ＞ 1 ， α , 6 > 0
1 + o ( 1 )
｛ ｡ + 5 " ) }
( グ ー 1 ) " + 1
A ( n ) ( l o g n ) し α " | +
l
＜
E
〃 ！
、 s
” ≦ c x p l 些 磐 土 里 1
l } o { * ｡ " | " : "1 ｝ ｛ 死 " ‘ ， ‘ _ ！｛ 士 ｡ " I " 苓 当 等 2 )÷ 。 Ⅲ （ … ﾙ 寺 2 )
l }
+ O
｜
{ 式 … I … , 州 睾 " ' ≠
= O
l } " { " ｡ " I ( " ¥ 4 :I ｝ ｛ 死 ｡ ” 。 _ ！｛ 券 ｡ " { ( " ¥ 些 竿 2 )≠ 。 ！ （ … ﾙ 例
l }
+ O
｛ ; , ( ・ 坐 ‘ ) 嶢 ' 川 '‘ - 袰 幾 &
｛ ｜ 両 ゞ ｡ ( ; ) 1
｝
= 0
1 ｝ ｛ 硴 嘩 , I A : ¥ ' l }
｛ 圭 " I , | 砦 }≠ 。 ‘ 抑 寺 ”
’ 1 ｝
+ ( )
｛ ｜ 両 ≠ ｡ ( ; ) 1
｝ ｝
｛ ( ｡ と ! ) ‘ " い "! - 壼 幾 ’ ゞ
= 0
| 古 ゞ ｡ ( ; ' 1 } "
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" { : # 竺 g l }｡ { 六 ・ " | 半 聿 l }
こ の 両 辺 の ； 乗 を 取 っ て
| 告 圭 鶚 { α 半 壼 ' ( x ) } r
I ｡ { ( * ) " ' " ≠ ”
{ ' -
諾 昔 I 古 ￥ ｡ ' ; 1 } } ≠
＜
1 ■ ■ ■ ■
" { 圭 睡 " I 4 割 } " { * " , F W l } l :
こ こ で 〃 → C O と し て , l l l の 補 題 4 を 使 う と ，
（ 岩 豐 ‘ { α + 壼 叩 ' } ．
1
- = - = l i m
ぴ － 1 〃 → ”
’ ｡ { ( , 当 ‘ ) ~ ( " ≠ ‘ ' { ' 一 蒜 睾 告 | 古 ≠ ｡ I ; ' l } } ¥
< l i m
レ ー ジ 0 0
｛ 麦 ･ " F g ' l } ¥ o { " f = g l } l '
+ O
{ F 4 T , : ｡ x , H , * ｡ " H }
＝ m a X
を 得 る 。 こ れ は 矛 盾 の な い 不 等 式 で あ る 。
今 度 は 補 題 4 を 使 う が ， 補 題 4 の 中 の ( 3 ) , ( 4 ) に つ い て 考 え る 。
｜ 鶚 号 l - ｡ x p l 妾 鍔 } ｡ < M < A 2
X Y : = e x p
と 置 く 。 素 数 定 理 P r i m e N u m b e r T h e o r e m と 補 題 2 を 使 う と
“ ≦ 馬 . " ( ' ･ g " ' " 繊 臓 ，
（ ； ! ) ．
（ ; ! ) ' 側 ' , ふ 響 ( l O g n ) 2 " Q " 2
＜
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ｰ
（ 尚 ) ｡ … 蜂 , 鶚 剛 ”
〈 ( 尚 ) ' 雲 ， P 砦 ｣ l ｡ … 蜂 l W ( ' ･ g " ' "
＝
( ; ) ' Z ､ ( ' ¥ ¥ '
” ≦ e x p l 斗 割 n 2 ． ~ ！
< ( ; ) ｡ ､ Z a a l … 蜂 l l l g 等 …
ｰ
( ; ) 2 r ( 2 " + 3 ) ( z = 7 P ( 2 ､ I ! ( 2 " M )
< ( ; ) $ " ) l r ( 2 州 ( 古 ) 鯉 業 3 P ( 2 " + 3 , ) l 2 ( 2 " + 3 ) )
一
（ ・ 坐 T ) " " P ( 2 , + 3 , 入 , ( 2 " + 3 ) )
~ 芸 嵜 ) l ( 志 ) ' 峠 " ' 岬 , w 刊 ’
” 灘 ﾊ ﾟ < 完 = 篝 < 1 ，‘ < ‘
と な る こ と に 注 意 す る 。 こ れ に も 矛 盾 は な い 。
注 ； 〈 。 ≦ ’ と な る 場 合 も 次 の よ う に 矛 盾 は な い ：
X Y : = e x p 隠 引 1 < A
と 置 く 。
“ 為 鶚 ( 1 ｡ g n ) 2 " α 鋤 。
( ; ! ) ，
( h ) ', Z . " ' ' ｡ g n ) 2 " + 2
ｰ
へ
沌 篁 a , ) " " ' O － 1
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?
?
?
? ー
?
?
?
?
?
?
?
?
?
? ?
?
?
?
? ー
?
?
? ? ? 、 ‐ ? ? ? ?
?
? ? ? ?
?
? ? ? ? ?
? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
?
? ? ? ? ? ? ? ?
? ? ?
? ? ? ? ? 、 ? ? ? 、 ?
?
? ? ? ? ? 、 ? ? 、 ? ? ? 、 ? ? ? 、 ? ? ?
? ?
?
? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
? ?
? ?
? ? 》 ? ? ? ? ?
?
?
?
?
???
?
? ? ?
? ? ? ? ? ? ? ?
? ? ｜ ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
? ? ? ? ? ?
? ?
、 ? 、 ? 、 ? ? 、 、 、 ? ? ? ? ?
ー ｜ ｜ ｜ ? ?
? ? ? 、 、 ? 、 ? ? 、 ? 、 ? ? ?
） （ ? ? ? ? ? ? ? ? ） （ ） （ ） （ ） （ ） （
一 方 ，
( ; ) ' ( x Y ) " 為 鶚 ( l O g r l ) 2 " O ! 剛 ・
雲 ( ; ) ' ｡ " F ¥ ､ } , … 餡 l u ･ 等 …
< 僅 鋤 卜 砦 ) } ( 室 ) … P ( 2 叶 卯 州 ’
･ ･ ･ ( 7 )
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( 6 ) , ( 7 ) よ り
（ ・ 菫 ) 霞 ． < ( ; ! ) ，
“ 薑 忍 鶚 ( 1 ． g " " " 。
0 e ) 2 @ ' 1
〃
（ ; ! ) , 州 " ふ , 等 ( l O g n ) 2 i ' O , " 2
＜
I ( = )
F ¥ ¥ ) 1 ( " * ' 伽 w 州 ）
< e X p
こ の 両 辺 の 士 乗 を と っ て ． 〃 → C O と す る と , > 1 で あ る か ら
｜｛ ( ； , ) ｡ ふ 鶚 1 , … *
入 e
庁 三 一 : ≦ 蝿
1
1 ( ; ) ｡ w I ｡ ふ 鶚 仙 城 ･ 'ゞ
< l i m
レ ー ナ C O
| f T 1 ( , 菫 ) " P ( 2 , 将 仙 川 ＊
≦ e x p
| , ' 4 , 1 ( f L F )
= e x p
と な り ． 確 か に 矛 盾 は 生 じ な い 。
p ｡ = 4 + i ' ) D = 1 と し て 補 題 4 ( 3 ) に 補 題 5 を 適 用 す る と
1
{ α + * ' ( x ) } | " d '
鉱 ‘
’
1 + o ( 1 )
( グ ー 1 ) し + Ⅲ
ﾄ | ㈲ Ⅷ … 晨 I ¥ " ] 等 剛 捻 〃
＜
I ］
l
凡 " 祭 竺 剛 糧 ､
+ O
I
I
( y f ) " f x ) "
} l "
十
I{'|{"(x;)*"(\4)*列Z
"z)(E+"z)¥)o+（((州‘"Ⅷ‘…(早)(叶"'1計" ¥o≠＋
（箒｡)(叶")い"‘｝｝｡'。+((8+'I8)W@8+'iz)d8＋知Z
I{f|{"､(x;)"<(¥"且里
;M":(¥)¥)"((冊小計")d…(￥)(叶噸;‘非",鈴‘( )¥o≠＋
（箒｡)(叶戎Ⅷ潟‘(¥）｝｡'〉+((8+"z)‘:s+"z)dE＋知Z
"||"(x;)*"z(‘ ”(x;)+"‘(要人)+釘Z
(¥2)'(¥)¥)"（(い"‘川手,伽!(‘手"'…(苧)‘(¥)¥o・＋
寺柵/Iz)W&c手伽‘にⅧ…(¥)･()}ol=
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中 嶋 興 澄 ： あ る 平 均 値 積 分 ( 1 1 1 )7 5
｜ ･ 菫 " 皇 ” 半 l g g g｜
＝ ＝ I n n X
即 ち 0 ＜ ｡ － 1 ＜ 1 と d を 選 び 固 定 6 x す れ ば
1
ぴ － 1
い " 坐 『 ' " 単 準 ’｜
< I n a X
l
d － 1
と な っ て 矛 盾 は 生 じ な い 。
注 ； 〈 〃 〈 1 の と き ， こ の 評 価 e s t i m a t i o n は 適 用 で き な い 。
ぱ , ； 〈 ぴ ≦ 1 , m < I ' ,( m は 定 数 c o n c t a n t ) の と き
何 故 な ら
E A ( " " " ) "
≦ E A ( " " " ) " ≦ E A ( 2 " " ) '
( f v i " " 2 . - ｣ | - ( " ," 2 グ ー 1
， 2 8 － 1
( X Y ) し ” 2 ｡ ~ ’
( X Y ) "
の 左 辺 l e f t - h a n d s i d e o f t h e a b o v e は ，〃 → + o o の と き 発 散 d i v e r g e し て
し ま う 。
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